
Für die weiteren Untersuchungen mit dem Szintil-
lations-Ionendetektor steht ein ausgewähltes Exem-
plar eines 931 A-Multipliers mit extrem niedrigem 
Dunkelstrom bei praktisch gleicher Lichtempfindlich-
keit zur Verfügung, das einen Gewinn im Signal — 
Rausch-Verhältnis um den Faktor 40 verspricht. Wie 
einige neuere Versuche zeigten, läßt sich eine weitere 
Steigerung des Wirkungsgrades erreichen, wenn der 
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Lichtleiter durch ein Linsensystem ersetzt wird, mit 
dem der fluoreszierende Fleck des Leuchtschirms auf 
den wirksamsten Bereich der Photokathode abgebil-
det wird. Die bisherige elektrische Anordnung wird 
durch eine Koinzidenzschaltung ersetzt werden, die 
von den ionisierenden Lichtimpulsen der UV-Quelle 
gesteuert wird. 

Bemerkungen zum Self-consistent-field-Verfahren und zur Methode 
der Konfigurationenwediselwirkung in der Quantenchemie 

V o n H . P R E U S S 

A u s d e m M a x - P l a n c k - I n s t i t u t f ü r P h y s i k , G ö t t i n g e n 
(Z. Naturforschg. 11 a, 823—831 [1956] ; eingegangen am 30. Juli 1956) 

F ü r d i e S e l f - c o n s i s t e n t - f i e l d - M e t h o d e w i r d e ine M ö g l i c h k e i t a n g e g e b e n , d ie es er laubt , o h n e d ie 
M e t h o d e in ihrer m a t h e m a t i s c h e n F o r m a b z u ä n d e r n , bessere E i n e l e k t r o n e n - M o l e k ü l f u n k t i o n e n zu 
erhalten, als d ies nach d e m b i s h e r i g e n V e r f a h r e n mit H i l f e d e r L i n e a r k o m b i n a t i o n von A t o m f u n k t i o -
nen der Fa l l w a r . A u f d i e V e r w e n d u n g v o n re inen GAUSS- u n d E x p o n e n t i a l f u n k t i o n e n wird in d i e s e m 
Z u s a m m e n h a n g h i n g e w i e s e n . 

I m R a h m e n d e r M e t h o d e d e r „ C o n f i g u r a t i o n a l i n t e r a c t i o n " w i r d e inmal d i e V e r w e n d u n g von 
Z w e i z e n t r e n f u n k t i o n e n d iskut ier t u n d d i e d a b e i a u f t r e t e n d e n Integra le a n g e g e b e n . Es erg ib t sich, 
d a ß b e s o n d e r s d i e W e c h s e l w i r k u n g s i n t e g r a l e , g e g e n ü b e r d e n b i sher v e r w e n d e t e n F u n k t i o n s t y p e n , 
e in facher s ind u n d n u r Z w e i - o d e r D r e i z e n t r e n i n t e g r a l e au f t re ten , d i e schon b e k a n n t s ind u n d 
größtente i l s tabe l l i e r t v o r l i e g e n . Z u m a n d e r e n w i r d auch h ie r d i e V e r w e n d u n g von GAUss-Funktionen 
e x p { — a ( r — r „ ) 2 } v o r g e s c h l a g e n , d e r e n A u f p u n k t e tv g ü n s t i g g e w ä h l t w e r d e n . N e b e n sehr e in fachen 
Integra len , d i e d a n n w e i t g e h e n d s t gesch lossen l ö s b a r s i n d , z e i gen sich d a r ü b e r h inaus e i n i g e V o r t e i l e 
g e g e n ü b e r d e r re inen E i n z e n t r u m e n t w i c k l u n g m i t SLATER-Funktionen. D i e b e i d e n t ie fsten Energ ie -
zustände d e r H - A t o m e w e r d e n mit d i e s e n GAUss-Funkt ionen berechnet , w o b e i d ie A b w e i c h u n g im 
G r u n d z u s t a n d 3% bet rägt . 

Bekanntlich stellt die Quantenchemie eine spezielle 
Anwendung des wichtigen Mehrteilchenproblems 
dar, in welchem sich in diesem Falle n Elektronen 
im CouLOMB-Feld von N Kernen befinden. Es geht 
also letztlich immer darum, eine Lösung xp der 
ScHRÖDiNGER-Gleichung 

:Hip = £xp (1) 

zu finden, bei der der HAMiLTON-Operator in atoma-
ren Einheiten die Form hat * 

i^r-k 
n n » -t IC It -t 

« - Z N + R Z v 1 

H; 
l N 7j 

V (2) 

und aus xp alle Moleküleigenschaften zu berechnen. 
Die Gesamtenergie eines solchen Systems ergibt sich 

c _ fxp* Hxpdr 
f xp* xp d r ' 

(3) 

und es wird im allgemeinen so vorgegangen, daß 
mit günstig gewählten ^-Funktionen, welche noch 
freie Parameter enthalten, die Energie £ zum Mini-
mum gemacht wird. Diese so erhaltenen ^-Funktio-
nen xpn (die aufeinander orthogonalisiert werden) 
stellen dann Näherungen für die wirklichen Lösun-
gen (1) dar, und die dazugehörigen £„-Werte sind 
obere Grenzen für die Energieeigenwerte des Sy-
stems. Als weitere Variationsparameter können die 
Abstände Rur (ju, v = 1 , ..., N) der Zentren auf-

* In d ieser A r b e i t s ind al le E l e k t r o n e n mit late in ischen 
Buchstaben i, j, k, l, d i e Zent ren mit gr iech ischen Buch-
s taben u, X, a, v beze i chnet . D i e L a d u n g d e r Z e n t r e n ist 

ZK (A = l , . . . , N). D i e A b s t ä n d e der E l e k t r o n e n i u n d k 
b z w . d e r A b s t a n d zwischen i - tem E l e k t r o n u n d / . -tem Z e n -
t rum wird als bzw . r ^ geschr ieben . 
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treten, wenn diese nicht aus empirischen Daten ent-
nommen werden und dann fest bleiben. Bei einer 
bestimmten Konstellation der Zentren, R„V endlich 
vorausgesetzt, hat das System eine minimale Ener-
gie; in diesem Falle kann die Lage der Zentren als 
eine Näherung für die Struktur des vorliegenden 
Moleküls angesehen werden. Erweisen sich einige 
der bindenden Kräfte zwischen den Zentren als we-
sentlich schwächer als die übrigen (Wasserstoffbrük-
kenbindung), so ist es oft zweckmäßig die Anwen-
dung des Molekülbegriffs zu beschränken oder auf-
zuteilen. 

Da nur im Falle N = 1 und 2, n = 1 noch eine 
strenge Lösung von (1) möglich ist, sind wir ent-
sprechend (3) auf eine Reihe von Näherungsverfah-
ren angewiesen, die, je mehr Elektronen und Zen-
tren vorliegen, zu einem immer größeren Rechen-
aufwand führen. 

Es besteht heute kein Zweifel mehr darüber, daß 
die Behandlung der Fragen der Quantenchemie mit 
großen und schnellen Rechenmaschinen die einzige 
Aussicht auf Erfolg bietet, besonders dann, wenn die 
auftretenden Probleme auch echtes chemisches Inter-
esse besitzen sollen1. Zwar sind in einigen Fällen 
schon durch einen relativ geringen mathematischen 
Aufwand an einigen größeren Molekülen gut über-
einstimmende Aussagen gewonnen worden, wie z. B. 
durch die Elektronengasmethode oder mit Hilfe des 
einfachen LCAO-Verfahrens (Linear combination of 
atomic Orbitals), doch scheinen sich manchmal offen-
bar zwei wesentliche Effekte zu kompensieren, so 
daß dadurch die empirischen Werte nahezu erhalten 
wurden. Bei der Verbesserung von ursprünglich ein-
fachen Methoden werden daher oft die erhaltenen 
Ergebnisse schlechter und erst mit weiterer Verbesse-
rung zeigt sich dann ein proportionaler Gang von 
Güte der Ergebnisse und rechnerischem Aufwand. 
Audi aus diesem Grunde empfiehlt es sich, die Rech-
nungen maschinell zu unterstützen. 

Der Einsatz von Rechenautomaten kann auf zweier-
lei Weisen geschehen: 

a) Einmal kann daran gegangen werden, die bei 
der Berechnung von Moleküleigenschaften notwen-

1 Vgl . P. 0 . LÖWDIN, Phys. Rev. 97, 1483 [1955] . 
2 M . K O T A N I , A . A M E M I Y A U . T . S IMOSE, P r o c . p h y s i c o - m a t h . 

Soc. Japan 20. Extr.-Nr. 1 [1938] ; 23. Extr.-Nr. 1 [1940 ] . 
— M . K O T A N I , A . A M E M I Y A , E . ISHIGURO U. T . K I M U R A , „ T a b l e 
of Molecular Integrals", Maruzen Co., Ltd. 1955. — C. C. 
ROOTHAAN, „Tab les of Two-Center-Coulomb integrals". Spe-
cial Technical Report 1955. — H. PREUSS, „Integraltafeln 
zur Quantenchemie", Springer-Verlag 1956. 

dig auftretenden Integrationen [z. B. bei (3 ) ] schon 
im voraus vorzunehmen, wobei von einem sehr all-
gemeinen t/>-Funktionenansatz ausgegangen wird 
und die zu tabellierenden Integrale frei von den zu 
gegebener Zeit angewendeten Methoden sind, die 
dann, die auftretenden Integrale numerisch voraus-
gesetzt, mit kleineren Rechenmaschinen durchgeführt 
werden können. 

b) Zum anderen sollte darüberhinaus versucht 
werden, Methoden zu entwickeln, die im Prinzip ein-
fach sein können, an alte Verfahren anknüpfen, in 
ihrer mathematischen Form aber frei vom speziellen 
Molekültyp sind und die Lösung eines ganz be-
stimmten mathematischen Problems verlangen, wel-
ches für Rechenmaschinen besonders geeignet ist 
und in welchem im Prinzip sukzessiv die Molekül-
eigenschaften beliebig genau berechnet werden könn-
ten. 

Der erste Weg ist durch eine Anzahl von Tabel-
lenwerken ausgezeichnet2, die entweder die Hilfs-
integrale oder sofort die bei der Berechnung der 
Energie durch die Terme des HAMII/roN-Operators 
auftretenden Integraltypen angeben. 

Zur zweiten Möglichkeit können besonders die 
„Self-consistent-field"-Methode (SCF) für Mole-
küle3 und das Verfahren der „Configurational inter-
action" 4 (CI) genannt werden. 

I . D i e S C F - M e t h o d e 

In diesem Verfahren wird die ^"Funkt*011 a l s 

Determinante von Einelektronenfunktionen 
(i = 1 . . . n) geschrieben, 

W — —== det{ . . . <2>j... <£„} (4) 
\/n\ 

und führt, abgeschlossene Schalen vorausgesetzt, 
durch die Forderung nach Energieminimum in (3) 
auf Integro-Differentialgleichungen für , 

%4>i = £ i 0 i (5) 

[£5 Integro-Differentialoperator (HARTREE-FocK-Ope-
rator)]. Zur Zeit ist nicht daran zu denken, (5) 

3 C. C. ROOTHAAN, Rev. Mod . Phys. 23, 72 [ 1 9 5 1 ] . 
4 S. F. BOYS, Proc . Roy . Soc. , Lond. A 200, 542 [1950] und 

fo lgende bis Phil . Trans. A 246. 465 [ 1 9 5 4 ] . - A . MECK-
LER. J. Chem. Phys. 21, 1750 [1953 ] . - P. O. LÖWDIN, 
Phys. Rev. 97, 1474 [ 1 9 5 5 ] . 



für Moleküle numerisch zu lösen. Aus diesem 
Grunde wird für der Ansatz der LCAO-Theorie 
verwendet 

M 

K = 1 

und die Energie durch Variation von zum Mini-
mum gemacht (LCAO-SCF) (M Anzahl der Atom-
funktionen cp,* ; M T t N ) . An Stelle von (5) tritt 
jetzt ein Säkularproblem mit der Säkulardeter-
minante, 

I & « » . - 1 = 0 , (7) 

deren Elemente noch von abhängen, und 
zwar wie folgt: 

M L 

= H^ + V PXo{ (ju X | v o) - — (ju X | o v) } ; 
A, a = 1 

n/2 
Huv = Jcpf* Hi cpv d r , ; Pxa = 2 V ah ( 8 ) 

i = 1 

mit den Integralen 

'Buy = /9?«* dr , (8 a) 

X | v o ) =J jcp,* {\)cpx*{2)±-cpv{\)cp0{2) dr, dr2 . 

In der praktischen Durchführung dieses Verfahrens 
geht man von einem plausiblen Satz der aiß aus (z. B. 
aus dem HücKELschen Verfahren), berechnet $Quv, 
und nach (7) die Energiewerte, sowie neue a iU , die 
wieder als Ausgangspunkt für die Pxo-Berechnung 
und nach (8) für ^«v dienen, und so fort. Mit dieser 
iterativen Methode werden die besten Einelektronen-
funktionen unter der einschränkenden Bedingung 
(6) berechnet. Eine Verbesserung des SCF-Verfah-
rens kann daher in der Weise geschehen, daß die 
Molekülfunktionen besser bestimmt werden. Um die 
mathematische Form des Verfahrens zu erhalten, 
die für Rechenmaschinen sehr geeignet ist, muß der 
lineare Ansatz (6) beibehalten werden und die An-
zahl der Funktionen, die in den bisher durchgeführ-
ten Fällen SLATER-Funktion waren, erhöht werden. 

Es können dazu drei Möglichkeiten diskutiert wer-
den: 

5 I . L . M A G E E U. E . F . G U R N E E , J . C h e m . P h y s . 1 8 , 1 4 2 [ 1 9 5 0 ] . 
8 A . F R O S T U. J . BRAUNSTEIN, J . C h e m . P h y s . 1 9 , 1 1 3 3 [ 1 9 5 1 ] . 

— F. BERENCZ, Acta Phys. Hung. [ 1954 ] . 

1. Weitere Verwendung von SLATER-Funktionen 
<pß = rw _ 1 PtW (cos # ) e~~imrp , (9 a) 

die auch zwischen den Zentren lokalisiert sind. 

2. Entwickeln von nach reinen Exponential-
funktionen 

M 
0 i = 2 a .>e~ f l i " r ' S (9 b ) 

,H = 1 

die über das gesamte Molekül verteilt sind. Und 

3. Verwendung von reinen GAUss-Funktionen in 
(6), 

M 
<£i = 2'ai iUe-<H>(t-V) !, (9 c) 

,«=i 

deren Aufpunkte Xu und der Parameter je nach 
Molekülform günstig gewählt werden. So sind z. B. 
bei einem H-Atom (x = y = z = 0 ) , um auch p-Funk-
tionen darzustellen, einige „Quellen" auf die x-y-
oder 2-Achsen zu legen. Zur Darstellung der Radial-
anteile von s-Funktionen ist Xu = 0 zu setzen und 
in einigen a-Werten die Approximation an die Atom-
funktionen zu erreichen. 

Zur Verwendung von SLATER-Funktionen zwischen 
den Zentren läßt sich auf einen Variationsansatz von 
M A G E E und G U R N E E 5 am H 2 hinweisen, der als H E I T -

LER-LONDON-Ansatz mit 1 s-Funktionen diese eben-
falls symmetrisch zwischen den Zentren lokalisierte 
und — 4,20eV ergab (Experimentalwert — 4,72eV) . 
Dies entspricht im Ergebnis dem bei Verwendung 
von Korrelationsfunktionen6 erhaltenen Wert und 
konnte sonst nur durch einen großen Aufwand von 
Variationsparametern erreicht werden 7. Physikalisch 
ist ein solcher Funktionsansatz als eine besonders 
gute Berücksichtigung der gegenseitigen Atompolari-
sation zu verstehen, der in der alten Form von (6) 
mit Atomfunktionen in den Zentren wenig berück-
sichtigt worden war. 

Die Entwicklung von nach reinen Exponential-
funktionen geht von dem Wunsch aus, die Anzahl 
der Integraltypen zu reduzieren und die Funktionen 
selbst noch physikalisch sinnvoll wählen zu können. 
Neben dem einfachen Inpulsintegral 

f cp,i Afpy dr = fe~"iMrM Ae~ai" r"dri, (10) 

7 I . O . H I R S C H F E L D E R U. J . W . L I N N E T , J . C h e m . P h y s . 1 8 , 1 3 0 

[ 1 9 5 0 ] . 



welches ein Zweizentren-Integral ist und in ellipti-
schen Koordinaten sich leicht lösen läßt0 treten noch 
Drei- und Vierzentren-Integrale auf: 

-(aißrß + aivrv) 
dtj sowie ( H a ) 

J j Le-(ainrn + a"rv + a*ar*\ + a*.ir>) dtj dr2 , (11 b) 

die teilweise schon behandelt worden sind8. 
Seit den Arbeiten von B O Y S 9 ist immer wieder 

über die Verwendung von GAUSS-Funktionen in den 
quantenchemischen Rechnungen diskutiert worden10. 
Der Vorteil bei ihrer Anwendung besteht ebenfalls 
in dem Auftreten einfacherer Integraltypen. Erst 
kürzlich untersuchten M U E L L E R und C A H I L L n , wie 
gut die Wasserstoffunktionen durch solche Funktio-
nen angenähert werden können, und haben an den 
Beispielen des H-Atoms und an H2 und H2+ befrie-
digende Ergebnisse erhalten, wenn sie die beiden 
Funktionen 

e~ar*; r2e~br2 ( 1 2 ) 

verwendeten, wobei a und b geeignet gewählt worden 
waren. Unter anderem ist die Tatsache bemerkens-
wert, daß bei Verwendung von maximal 6 G A U S S -

Funktionen vom Typ (12) die beiden tiefsten Ener-
giewerte des H-Atoms auf mindestens 3% genau er-
halten wurden. Vor einiger Zeit haben sich T I E N C H I 

C H E N und S P O N E R 12 der Mühe unterzogen, die mög-
lichen analytischen Integrationen zu untersuchen, die 
ganz allgemein bei Verwendung des Funktions-
ansatzes 

<pp,n) = rn~1 e~ai'rk P\mHcos ft) e~inuP (13) 

im Energieintegral erforderlich sind, wenn man die 
Methode der Einzentrumentwicklung13 zugrunde legt. 
Sie haben dazu eine Reihe von Formeln angegeben. 
Allerdings sind die Integrale noch ziemlich kompli-
ziert. Dennoch scheint die Annahme k = 2 in (13) 
eine Reihe analytischer Vereinfachungen gegenüber 
k = 1 zu erbringen. Der immer noch beträchtliche 
Aufwand bei Verwendung von (13) in den Aus-
tauschintegralen rührt einmal von der Potenz r " - 1 

und vom Kugelfunktionenanteil in (13) her, sowie 

von der Entwicklung von l/r1 2 nach Kugelfunktio-
nen, die eine Unterteilung der Integration für die 
beiden Fälle ^ r2 und rx ^ r2 erforderlich macht 
und ein Produkt von drei Kugelfunktionen liefert. 

Alle bisher diskutierten Ansätze verwenden G A U S S -

Funktionen mit r-Potenzen und Kugelflächenfunktio-
nen oder mit x — y — z-Potenzen, die entweder als 
Näherung für Atomfunktionen angesetzt werden oder 
im Einzentrumverfahren auftreten. 

Im Gegensatz dazu wird hier die Verwendung von 
reinen GAuss-Funktionen empfohlen, wie dies im 
Punkt 3 dargelegt ist. Die Bestimmung der günstig-
sten Werte für r« und aiß zur angenäherten Darstel-
lung von Atomfunktionen könnte einmal dadurch 
geschehen, daß versucht wird, vorgegebene H A R T R E E -

F O C K - oder SLATER-Funktionen damit anzunähern, 
oder daß bei einfachen Atomen durch Variation von 
r,i und ctiu die Energie zum Minimum gemacht wird. 

Beispiel: Zur Wahl von rß und a^ sind am H-Atom 
die beiden tiefsten Energiezustände berechnet worden. 
Mit den Funktionsansätzen (orthogonalisiert) 

(P2s = e~a*r* — 72 , 
cp2v=e~ä(y2+zi) {e-<>(x+Ry - e-<5(z-*)2} , 

[ l / (a i + a2)yi'+7l[l/(ß1+a2)yi* 
7 2-

[ l / ( A I + A ) ] 8 / ' + 7 I [ l / ( / ? I + / W / s 
(14) 

ergab sich als Energieminimum in atomaren Einheiten 
E\s= —0,4858 (exp: - 0 , 5 ) , 

et! = 0,2014, ßi = 1,332, yx = 1,378, 

£2s = -0,1206 (exp: -0 ,125) , 
a2 = 0,017, ß% = 0,3064, y 2 = +3,113, 

£ 2 p = -0,1132 (exp: -0 ,125) , 
d = 0,045, R = 0,332. 

Mit etwa diesen Werten oder ähnlichen von o, ß, y und 
R wird dann auch in den Ansatz Punkt 3 eingegangen 
werden müssen. Jeder Atomfunktion können also dann 
eine Anzahl von a,(t- und r„-Werten zugeordnet werden. 

Die Integrale mit diesen Funktionen werden we-
sentlich einfacher, denn es ergibt sich im einzelnen 9, 
wenn die GAuss-Funktionen normiert sind: 

<Pi> (15) 

8 R . S . B A R K E R U. H . EYRING, J . C h e m . P h y s . 2 1 , 9 1 2 [ 1 9 5 3 ] ; 
2 2 , 1 1 8 2 [ 1 9 5 4 ] . 

9 S . A . B O Y S , P r o c . R o y . Soc . , L o n d . A 2 0 0 . 5 4 2 [ 1 9 5 0 ] . 
1 0 A . M E C K L E K , J . C h e m . P h y s . 2 1 , 1 7 5 0 [ 1 9 5 3 ] , 
11 C . R . MUELLER U. J . M . CAHILL, M o l e c u l a r Q u a n t u m M e -

chanics C o n f e r e n c e , T e x a s , Dez . 1 9 5 5 . 

1 2 T I E N C H I C H E N U. H . SPONER, M o l e c u l a r Q u a n t u m M e c h a -
ni cs C o n f e r e n c e , T e x a s , Dez . 1 9 5 5 . 

1 3 R . K . NESBET, Q u a r t e r l y P r o g r e s s R e p o r t , S o l i d State and 
M o l e c u l a r T h e o r y G r o u p , M I T , Ju ly 15 , p . 2 9 [ 1 9 5 5 ] . 



1 
cpu — ( p v d r , ' ri Sur = /(pfi <pv dr , Guy (r;.) = 

Pur = - ~ J q>,u Acpy d r , 

A**vio = J J (pn{\) cpr{ 1) -^-<px{ 2) q>ü{2) dr! dr. 

(15 a) 

mit 

Sur = 

Pur = 

Vaß ar 

G.ur( Xl) = 

a/t + av 

2 

e 5 1 " | (<v + «,) 

c (15b) 
•J UV 

3 a „ a „ ( r „ - r , ) 2 (a„a , . ) 8 

2[i(au + a,.)]2 

(a„ + a,.)1/2 

• F j (a„ + ar) hx -gH r.« + ay rv\2 

a u + av 
(15b) 

AuvXo= 

. f j j/ggt,+«,_r_, _ a ^ + a ^ y - j 5 

l \ a u+ a , a;.+aa / J 
( a u + fflv) (a^ + a 0 ) 
A
ß + AR + C1X + AÖ 

zumal die einzige störende Funktion 

dx 

gut approximiert werden kann: 

F{z}\ ,-zl 3 + 6 + Z5/2' 
ö = 2" ^ ' 
6 = 47,2 

(15c) 

(16) 

zentrenintegralen, in denen eine auftretende Atom-
funktion durch Atomfunktionen eines anderen, schon 
im Integral vorhandenen Zentrums, dargestellt wird, 
um die Zentren im Integral zu erniedrigen 14. 

Tab. 1 gibt eine Kontrolle der Approximation 
(16) wieder. 

z F ( z ) e~*/3 +az*/(b + z*l*) 

0,0 1,0000 1,0000 
0,01 0 .9966 0 ,9966 
0,1089 0,9648 0 ,9646 
1,0 0,7468 0 ,7349 
4,0 0 ,4410 0 ,4426 
9,0 0,2954 0,2971 

16,0 0,2216 0 ,2166 
25,0 0 ,1772 0 ,1746 
49,0 0,1266 0 ,1262 

100,0 0 ,08862 0 ,08858 

und damit gleichzeitig einen einfachen Ausdruck dar-
stellt. 

Es ist zu bedenken, daß wir mit diesen Funktio-
nen, im Vergleich zur reinen Einzentrummethode, 
die ebenfalls im LCAO-SCF-Verfahren durchgeführt 
werden könnte, durch Festlegen von r« günstiger die 
Dichtemaxima in der Wellenfunktion erfassen. Im 
Fall (13) wäre ebenfalls eine große Anzahl von 
Funktionen mit großen Quantenzahlen erforderlich, 
besonders dann, wenn ein Dichtemaximum weit vom 
Entwicklungszentrum entfernt liegt. Die Situation 
entspricht ganz der bei der Berechnung von Viel-

Tab. 1. 

I I . D i e M e t h o d e d e r K o n f i g u r a t i o n e n -

w e c h s e l w i r k u n g ; ( C I - V e r f a h r e n ) 

Es handelt sich in diesem Verfahren um eine Ent-
wicklung der Molekülfunktion xp in eine Reihe von 
M Determinanten 4 

M 
xp = XCk (n!) det {tp* <pnK} , (17) 

A ' - l 

deren Koeffizienten C d u r c h ein Säkularproblem 
bestimmt werden. Die Elemente der Säkulardeter-
minante 

\§KL-&KLE\ = 0 ( 1 8 ) 

werden mit dem HAMILTON-Operator gebildet und er-
geben sich zu 4 

§KL= 2 2 l@XL(i|/)|(»'|ff|/)M 
i= 1 i= 1 

+ 1 2 2 2 2 \®KL(i j\ki)\( i j\ki)K L , 
i=1 7 = 1 fc=l 1=1 QC)) 

= / d e t j <ptK . . . cpnK j n ] d e t { ( p t L . . . <pnL) d r 

= d e t { S i / i } 

* * Da die Integrale von (3) hier einzeln angegeben werden, 
ist eine andere Bezeichnung als in (8a) eingeführt worden. 

14 K . RÜDENBERG, J. Chem. Phys. 19, 1433 [1951 ] ; P. O. Löw-
DIN, Report f rom the Symposium on Quantum Theory of 
Molecules . Stockholm und Uppsala, März 1955. 



mit SijKL = J (piK (pjL dr , 

[i\H\j)KL = f<Pik H (pjL dr , 

[ij\kl)KL= fViK(l) <pjK(2)~(pkL(\) <piL(2) dT l dr2 
J r12 

und ] &KL{i | / ) | als Unterdeterminanten von | S^z, | » 
wenn die z-te Zeile und die /-te Spalte weggelassen 
werden; entsprechend für | (SKL(i j ! k 0 | • 

Im Gegensatz zur LCAO-SCF-Methode, in der 
die beste Determinante mit Molekülfunktionen als 
lineare Ansätze von Atomfunktionen mittels eines 
Iterationsverfahrens bestimmt wird, gestattet das 
CI-Verfahren im Prinzip die beliebig genaue Be-
stimmung der Molekülfunktion und der Energie. 

Dieses Verfahren unterscheidet sich also daher 
dadurch von allen bisherigen Methoden, daß es kein 
begrenztes Näherungsverfahren darstellt, sondern, 
wenn die Konvergenz geklärt ist, im Prinzip auch 
sichere Werte liefert, wenn der empirische Vergleich 
fehlt. Dies ist aber gerade die gewünschte Leistungs-
fähigkeit eines Verfahrens, wenn es die zu messen-
den Werte vorauszusagen gestattet. 

B O Y S 4 konnte dadurch die Energiewerte der 
Atome und Ionen Be, C, Cl, Cl , S und S über die 
H A R T R E E - F o c K - W e r t e hinaus verbessern. 

Eine sehr wichtige Frage der „configurational 
interaction", die auch mit der Konvergenz der Deter-
minantenentwicklung zusammenhängt, ist die nach 
dem verwendeten Einelektronenfunktionstyp (P-, in 
den SLATER-Determinanten. Diese sollen nämlich 
physikalisch sinnvoll sein und möglichst einfache 
Integrale liefern. Zur Zeit können beide Forderun-
gen nicht ausreichend befriedigt werden, und man 
ist auf einen Kompromiß angewiesen. Man steht 
hier vor der Alternative entweder gute Funktionen 
zu verwenden, die bisher immer schwierige Integrale 
ergaben, wobei das Säkularproblem kleiner gehalten 
werden kann, oder Funktionen anzusetzen, die nur 
den Randbedingungen genügen und weniger Ähn-
lichkeit mit den bisher üblichen H A R T R E E - F O C K - oder 
SLATER-Funktionen zeigen, dafür aber einfachere 
Integrale liefern, wobei dann die Ordnung der Sä-
kulargleichung in der Methode der Konfiguratio-
nenwechselwirkung wesentlich erhöht werden müßte. 
Eine vollständige Entscheidung ist noch nicht ge-

fallen, zumal uns noch die Erfahrung fehlt, in wel-
chen Bereichen sich vielleicht Vorteil und Nachteil 
kompensieren. Zum anderen werden Art und Lei-
stungsfähigkeit der Rechenmaschinen die Entwick-
lung beeinflussen. Sicher ist, daß die Befürwortung 
des Einzentrumverfahrens13 die Entscheidung für 
einfachere Integrale anzeigt, weil damit nur maxi-
mal Zweizentrenintegrale auftreten können. Zu die-
sem Problemkreis sei auch hier die Meinung vertre-
ten, daß nur eine Entwicklung von einem Zentrum 
aus, oder etwas Äquivalentes, wie die Verwendung 
von GAuss-Funktionen (entsprechend Punkt 3 ) , zur 
Zeit eine gewisse Aussicht hat, auch für größere 
Moleküle Anwendung zu finden. Weitgehende voll-
automatisierte Verfahren werden hier den Vorzug 
haben, wie sie bei hohen Säkularproblemen und ein-
fachen Integralen gut möglich sind. 

Zur Lösung der Säkulargleichungen (7) und (18) 
kann zur äquivalenten Form 
\%KL-EÖKL\ = 0 (dKL = 0 ,K + L; <5^ = 1) (20) 

= & , übergegangen werden. Die Bestimmung 
von ^ geschieht am besten durch Lösen von M mal M 
Gleichungen mit M Unbekannten 15 

<5fs = k (5 = 1 Af) (21) 

( f s , l)s Spaltenvektoren von und aus fs läßt 
sich dann Jy zusammensetzen. Die tiefsten Eigenwerte 
könnten mit Hilfe eines Iterationsverfahrens 16 

8? = 3?+1, Hm = E0, = {Ct C2... CM), 

(3L3^) = 0 Ca = 1 ,2 , . . . , Q - l ) (22) 

ermittelt werden. Für die Rechnungen an elektroni-
schen Rechenmaschinen mit Hilfe des Cl-Verfahrens 
kann daher so vorgegangen werden, daß nach Vor-
gabe der N Zentren [ n nach ( 2 ) ] und der dazu-
gehörigen Kernladungszahlen Z\ sowie der M De-
terminanten, von denen die K-te durch Angabe von 
(PiK (i = 1, 2 , . . . , n) eindeutig gegeben ist, die Be-
rechnung der Energie und der dazugehörigen La-
dungsverteilung in drei Schritten vollzogen werden 
kann: 

1. Berechnung von ^A'L > bzw. , <3 nach 
(8), (8a ) , (19) und ( 1 9 a ) ; 

2. Bestimmung von g = nach (20) , (21) 
und 

15 H. 0 . PHITCHARD U. F. H. SUMMER. Proc . Roy . Soc . (Lond. ) 16 Vg l . z . B . R. ZURMÜHL, „Praktisches Rechnen für Ingenieure 
226. 128 [ 1 9 5 4 ] ; 235 , 136 [ 1 9 5 6 ] , ' und Physiker" . Springer 1953, § 6, S. 155. 



3. Berechnung der Energie E0 nach (22). 
Bezüglich der Einelektronenfunktionen (pf läßt 

sich hier wieder, neben den SLATER-Funktionen, die 
Verwendung von reinen G A U S S - und Exponential-
funktionen diskutieren, wobei das oben Gesagte gül-
tig bleibt. 

Man kann aber darüber hinaus hier auch Exponen-
tialfunktionen verwenden, wenn man sich vom 
Punkt 2 insofern frei macht, indem man neben der 
Darstellung um alle Kernzentren oder nur um eines 
die gesamte xp-Funktion durch Zweizentrenfunktio-
nen annähert. In diesem Falle erhalten wir, im Ge-
gensatz zu ( I I b ) , wo bei den Austauschintegralen 
maximal Vierzentrenintegrale auftreten können, nur 
solche um zwei Zentren. Dies ist wiederum deswegen 
sinnvoll, weil bisher alle auftretenden Mehrzentren-
integrale in elliptischen Koordinaten berechnet, und 
die Austauschintegrale, wenn sie um drei oder vier 
Zentren definiert waren, durch Zweizentrenintegrale 
angenähert wurden u . 

Seien also a und b (Abstand R) die beiden Zen-
tren, die sogar beliebig im Raum liegen und für eine 
Reihe von Molekülen festgehalten werden können, 
so ist für die Einelektronenfunktion in elliptischen 
Koordinaten 

lu= R Oa + n.) 
1 ^ fX < oo 

-1<V<1 
cp Winkel um Strecke a — b (23) 

v = R ~ r,)) 

die einfachste Form 

0 ^ <P ^ 2 n 

Fkpq = [ (ju2 - 1) (1 - v2) y12 cos k cp 

£ = 1 für k> 0 , 
£ = 0 für k = 0 (23 a) 

vorzusch lagen . D i e mit d e m HAMILTON-Operator auf-
tretenden Integrale sind dann 

fFkpq F]f,p q' dr =F(p, q, p, q) ökk- (24 a) 
fFkP«AFk'r'*' dr = H(p',q,p,q) ökk-

/ v ^ l ^ d T =G(p',q',p,q)ökk' (24b) 

[Fkpq Fk,pq' dr =G(p, - q, p, - q) dkk- (24 c) 

/ Fkpq ~ Fk'py dr =](X\ p' q', p, q,k,k') (24 d) 

[Fk*H 1) Fklp>q>(2)~FkM(l) (24 e) 

= A (Pi> <LN P-2> <H, PI >9I, P-2 » 9-2 I . H. V ) » 

die außer (24 d) Zweizentrenintegrale sind und nach 
den bekannten Methoden berechnet werden kön-
nen2. (24 d) als einziges Dreizentrenintegral ist 
noch für beliebige Anordnungen der Zentren und 
beliebiger Werte p, q, p , q , k, k' mit Hilfe von 
Integraltypen, die schon im Falle von zwei Zentren 
auftreten, explizit angebbar 8. 

Mit diesen Zweizentren-Einteilchenfunktionen 
(23 a), zu denen zur Vollständigkeit noch 
FkP9=e-(^ + "v)[(iu2- 1) (1 — v2) sin kcp (23 b) 

gehört [die Integrale sind im wesentlichen wieder 
die von (24) ] , werden dann die Determinanten von 
(17) gebildet. Geht man von einem Satz von L ver-
schiedenen F-Funktionen aus, die sich durch die 
p-, q- und k-Werte unterscheiden, so könnten damit, 
wenn n Elektronen vorhanden sind und wir von der 
Doppelbesetzung von Zuständen absehen, maximal 

(25) 

verschiedene Determinanten gebildet werden. Aus 
Gründen der Molekülsymmetrie können dann fast 
immer eine Reihe von Konfigurationen weggelassen 
werden. 

A n h a n g 
Die Integrale im Zweizentrenverfahren 

Mit den Funktionen von (23 a) und (23 b) ergeben sich die Integrale von (24 a) bis (24 e) im einzelnen zu 

F(p', q , p, q) = < 

R3 

= 4 7i[A,B0-A0B2] 

R3 
= * [ (A, ~ A2) (B0 - Bt) - (A2 - A0) (B2 - B4) ] 

= n[{ÄA- A2) (B0-B2) - (A2 - A0) (B2-Bt) ] 

= 0 

(k' = k = 0, £ = 0) 

(k' = k = 0, £ = 1) 

(k' = A:> 0, £ = 1 oder k'= k> 0) 

(k7>0, k>0); (26) 



G(p', q',p, q) = 

R2 
= -^-jz[AlB0-A0B1] (k' = k = 0, e = 0) 

= ^-n[(A3-At) (B0~B2) - (A2-A0) (Bt-B3)] (k' = k = 0, e = l) 

R2 — — 
= -rn[(A3-A1)(B0-B2)-(A2-A0)(B1-B3)] (k' = k>0, £ = 1 oder k' = k>0); 

( 2 7 ) 

R2 

~2 
R2 

4 
= 0 

= 2Rn 

R 

A B -BJL A B pp 

<7+<7 P+P 

(A>0, £ > 0 ) ; 

(k = k' = 0, £ = 0) 

ff (p, q, p, q) = -

= 0 

(B0-B2) (p2 A4-4pA3 + 2(l-pi)Ai + 4pA1+(pt-l)A0) 

+ (A2-A0) (q2B4-4qB3 + 2(l-q2)B2+4qB1+(q2-l)B0) 
(k = k' = 0, e = l , 
k = k'>0,_ e = 1, 
oder k = k'>0) 
( I>0 , fc^O) , 

k2 

— ß 0 — ß 2 ) i bzw. 
k2 

+ l 
wobei An — An(o, p p'), Bn = Bn(q + q') und An(o, y) = f e~rx xn dx , Bn(y) =f e~rxxn dx . 

l 

Ferner gilt noch (y) ( - 1 , 7) - (1, 7) , ^„(a, 7) = 0 " A0(o, y) + ~ An-\ (o,y) . 

(28) 

(29 ) 

(29 a) 

Diese Integrale liegen schon tabelliert vor 2. 
Das Austauschintegral (24 e) wird mit Hilfe der NEUMANNSchen Reihe (P, Q Kugelfunktionen erster und 

zweiter Art) 

1 2 y y AQrl{^) Prl(/u2) \ j u x f ^ 
^ = ^ k k T W * ) p j m i ( V l ) f u r^ < 

^ ^2 
V 2 

Cr' = e i ( - l ) l ( 2 r + l ) (r-Z) ! 

(r+0 ! (e0 = l , = 1) 

beredinet, und es ergibt sich 00 
R5 V"1 

A (Pi , , P2, ?2 > Pi, Qi, P2, (J2 I K, ki\ k2, k2) = Q W 2 J ^ 
T = 0 

mit der Bedeutung von 
Xrk = LH (44) - ff (42) - ff (24) + ff (22) ] [G1 (0) - G1 (2) ] [G2 (0) - G2 (2) ] 

_ [ff (42) - f f (40) - f f (22) -f ff (20)] [G^O) - G J ( 2 ) ] [G2(2) - G 2 ( 4 ) ] 
- [ff (24) - f f (22) - f f (04) + f f (02)] [G*(2) -G1(4)] [G2(0) - G 2 ( 4 ) ] 
+ [ff (22) —ff(20) - f f (02) + ff(00)] [Gx(2) - G H 4 ) ] [G2(2) - G 2 ( 4 ) ] 

( 3 0 ) 

( 3 1 ) 

( 3 1 a ) 

H(mn) = HzHm,Pl + Pl';n, p2 + p2') = J / Q* (%) e " [ < A + A ' ) ( A + A ) * 1 ^ « ^ » d ^ i d ^ , 
1 1 

+ 1 

- 1 
+ 1 

G2(m) = G/(m, ?2 + g2') = J P/(v)vm'dv 

mit (//) = (p,2 - 1) M Q0 (p), entsprechend P } (p), Prx (v), 

( 3 1 b ) 



^ (cos kt cpx cos ky qpt cos k2 (p2 cos k2 cp2\ 
und £>(A) = I / cos A (9?! — cp2) jcos <Pi cos kt' cpx sin k2 cp2 sin k2 cp2 > dcpx dcp2 , (31c) 

0 0 [cos kt cpx sin kt cpx cos k2 cp2 sin k2 cp2) 

das nur für bestimmte A-Werte, die von den A> Werten abhängen, ungleich von Null ist. Wenn e1 = £1' = e2 = e2 = 0 
(also audi kt = /c1' = A;2 = k2 =0 ) ist [siehe (23 a)], so ergibt sich 

lrX = H{22) G^O) G2(0) - 7 / ( 20 ) G*(0) G 2 ( 2 ) - H ( 0 2 ) G*(2) G2(0) + #(00) G^2) G2(2) , (31 d) 

und für f>(A) erhält man nur den einen Wert für 2 = 0 : £>(0) = 4 n2 . (31 e) 

Die Integrale (31b) unten sind wiederum schon tabelliert2, während (31b) oben nur für pt + p / = p2 + p2 be-
rechnet worden ist2, und für Pi+ Pi =f=p2 + p2 bisher teilweise tabelliert vorliegt2. 

Die Berechnung (21 d) geht wiederum von (30) aus, wenn dort fi2 = fix, v2 = vx und cp2 = cpx gesetzt wird: 

Äab = ß (32) 

(RA.x — Abstand Zentrum a vom Zentrum X entsprechend und man erhält (e = £r) 
R 
2 
7?2 

J(X\p',q',p,q\k, k') = — Q (X \ X') £ C.* W {px) PS (vx) Qy (fix\p + P, q + q | e) 
T = 0 

+ PS (px) PS (vx) &x' (fix\p + p, q + q' I £) } (33) 

mit der Bedeutung von 
t'X +t 

Qx< (fix | P + P, q + q | e) =/ dp f.PS (p) PS (v)e~l(P+P') (?+?')v] (^2 _ f (jU2 _ ( 1 _ „2 ) ] , d „ f ( 3 3 a ) 
l - l 
oo +1 

®x' (nx\p + p',q + q\ e)=$ dp f QS (/u) PS (v) e~l(P+P') (9+?') (p2 - v2) [ (p2 -1) (1 - v2]£ dv 
fX 1 

cos k cp cos k' cp 
cos k cp sin k cp 
sin k cp sin k' cp 

2.t 

und q(X\X') =Jcos X'(cp — cpx) 
o 

dcp , (33 b) 

das wieder [ähnlich wie (31 c) ] für einige A'-Werte ungleich von Null ist. CS ist schon in (30) erklärt. Im ein-
zelnen ergibt sich aus (33 a) 

ÜX< (JUX | P + p\ q + q | 0) = K (2) G (0) - K (0) G (2) , 
üx-(/ux\p + p',q + q'\l)= [ £ ( 4 ) - X ( 2 ) ] [ G ( 0 ) - G ( 2 ) ] - [£(4) ~K(2)] [ G ( 2 ) - G ( 4 ) ] 

- [K (2) - K (0) ] [G (2) - G (4) ] + [K (2) - K (0) ] [G (4) - G (6) ] , 
&x-(/ux\p + p',q + q'\0) = L(2) G ( 0 ) - L ( 0 ) G(2) , (33c) 
&x-(Mx\p + p',q + q'\l)= [ 1 ( 4 ) - L (2)] [ G ( 0 ) - G ( 2 ) ] - [ 1 ( 4 ) - 1 ( 2 ) ] [ G ( 2 ) - G ( 4 ) ] 

- [ L ( 2 ) - L ( 0 ) ] [ G ( 2 ) - G ( 4 ) ] + [ L ( 2 ) - L ( 0 ) ] [ G ( 4 ) - G ( 6 ) ] 
MX 

mit den Hilfsintegralen fPS (fi) e~ (P+P') r* pn dp = KS (px\ n, p + p') =K(n) , (33 d) 

+ 1 

/ QS (fi) e~ (p+p') <" fin dp = LS (px\n,p + p')=L(n) , (33 e) 

+ 1 
f PS (v) e~ (9+90 " V« dr = G / ' (n, q + = G (n) . (33 f) 

- l 

Das letzte Integral tritt schon in (31 b) auf, während (33 d) und (33 e) noch nicht tabelliert vorliegen. 

Frau I. FUNKE von der Rechengruppe des Max-Planck-Instituts für Physik danke ich herzlich für die hierzu 
durchgeführten Rechnungen. 


