METHODE DER KONFIGURATIONENWECHSELWIRKUNG IN DER QUANTENCHEMIE

Fiir die weiteren Untersuchungen mit dem Szintil-
lations-Ionendetektor steht ein ausgewihltes Exem-
plar eines 931 A-Multipliers mit extrem niedrigem
Dunkelstrom bei praktisch gleicher Lichtempfindlich-
keit zur Verfiigung, das einen Gewinn im Signal —
Rausch-Verhiltnis um den Faktor 40 verspricht. Wie
einige neuere Versuche zeigten, laf3t sich eine weitere
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Lichtleiter durch ein Linsensystem ersetzt wird, mit
dem der fluoreszierende Fleck des Leuchtschirms auf
den wirksamsten Bereich der Photokathode abgebil-
det wird. Die bisherige elektrische Anordnung wird
durch eine Koinzidenzschaltung ersetzt werden, die
von den ionisierenden Lichtimpulsen der UV-Quelle
gesteuert wird.

Steigerung des Wirkungsgrades erreichen, wenn der

Bemerkungen zum Self-consistent-field-Verfahren und zur Methode
der Konfigurationenwedhselwirkung in der Quantenchemie

Von H. Preuss

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 11 a, 823—831 [1956] ; eingegangen am 30. Juli 1956)

Fiir die Self-consistent-field-Methode wird eine Moglichkeit angegeben, die es erlaubt, ohne die
Methode in ihrer mathematischen Form abzuidndern, bessere Einelektronen-Molekiilfunktionen zu
erhalten, als dies nach dem bisherigen Verfahren mit Hilfe der Linearkombination von Atomfunktio-
nen der Fall war. Auf die Verwendung von reinen Gauss- und Exponentialfunktionen wird in diesem
Zusammenhang hingewiesen.

Im Rahmen der Methode der ,,Configurational interaction“ wird einmal die Verwendung von
Zweizentrenfunktionen diskutiert und die dabei auftretenden Integrale angegeben. Es ergibt sich,
dall besonders die Wechselwirkungsintegrale, gegeniiber den bisher verwendeten Funktionstypen,
einfacher sind und nur Zwei- oder Dreizentrenintegrale auftreten, die schon bekannt sind und
grofitenteils tabelliert vorliegen. Zum anderen wird auch hier die Verwendung von Gauss-Funktionen
exp{ —a(r—r,)2} vorgeschlagen, deren Aufpunkte I, giinstig gewihlt werden. Neben sehr einfachen
Integralen, die dann weitgehendst geschlossen losbar sind, zeigen sich dariiber hinaus einige Vorteile
gegeniiber der reinen Einzentrumentwicklung mit StaTer-Funktionen. Die beiden tiefsten Energie-
zustinde der H-Atome werden mit diesen Gauss-Funktionen berechnet, wobei die Abweichung im
Grundzustand 3% betriigt.

Bekanntlich stellt die Quantenchemie eine spezielle
Anwendung des wichtigen Mehrteilchenproblems
dar, in welchem sich in diesem Falle n Elektronen
im Couroms-Feld von N Kernen befinden. Es geht
also letztlich immer darum, eine Losung v der
ScHRGDINGER-Gleichung
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zu finden, bei der der Hamirron-Operator in atoma-
ren Einheiten die Form hat *
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* In dieser Arbeit sind alle Elektronen mit lateinischen
Buchstaben i, j, k, I, die Zentren mit griechischen Buch-
staben u, 4, 6, v bezeichnet. Die Ladung der Zentren ist

und aus vy alle Molekiileigenschaften zu berechnen.
Die Gesamtenergie eines solchen Systems ergibt sich
zu

_Jy*Hyde

e- Ly iyt (3)
und es wird im allgemeinen so vorgegangen, daf}
mit giinstig gewdahlten w-Funktionen, welche noch
freie Parameter enthalten, die Energie £ zum Mini-
mum gemacht wird. Diese so erhaltenen vy-Funktio-
nen v, (die aufeinander orthogonalisiert werden)
stellen dann Naherungen fir die wirklichen Losun-
gen (1) dar, und die dazugehorigen &,-Werte sind
obere Grenzen fur die Energieeigenwerte des Sy-

stems. Als weitere Variationsparameter konnen die
Abstinde R.. (u,v=1,...,N) der Zentren auf-

Z; (A=1,...,N). Die Abstinde der Elektronen i und k&
bzw. der Abstand zwischen i-tem Elektron und A-tem Zen-
trum wird als r;; bzw. r;; geschrieben.
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treten, wenn diese nicht aus empirischen Daten ent-
nommen werden und dann fest bleiben. Bei einer
bestimmten Konstellation der Zentren, R, endlich
vorausgesetzt, hat das System eine minimale Ener-
gie; in diesem Falle kann die Lage der Zentren als
eine Naherung fir die Struktur des vorliegenden
Molekiils angesehen werden. Erweisen sich einige
der bindenden Kréfte zwischen den Zentren als we-
sentlich schwacher als die tibrigen (Wasserstoffbriik-
kenbindung), so ist es oft zweckmdflig die Anwen-
dung des Molekiilbegriffs zu beschrinken oder auf-
zuteilen.

Da nur im Falle N=1 und 2, n=1 noch eine
strenge Losung von (1) moglich ist, sind wir ent-
sprechend (3) auf eine Reihe von Néherungsverfah-
ren angewiesen, die, je mehr Elektronen und Zen-
tren vorliegen, zu einem immer gréBeren Rechen-
aufwand fihren.

Es besteht heute kein Zweifel mehr dariiber, daf}
die Behandlung der Fragen der Quantenchemie mit
groflen und schnellen Rechenmaschinen die einzige
Aussicht auf Erfolg bietet, besonders dann, wenn die
auftretenden Probleme auch echtes chemisches Inter-
esse besitzen sollen!. Zwar sind in einigen Fillen
schon durch einen relativ geringen mathematischen
Aufwand an einigen groferen Molekiilen gut iiber-
einstimmende Aussagen gewonnen worden, wie z. B.
durch die Elektronengasmethode oder mit Hilfe des
einfachen LCAO-Verfahrens (Linear combination of
atomic orbitals), doch scheinen sich manchmal offen-
bar zwei wesentliche Effekte zu kompensieren, so
dafl dadurch die empirischen Werte nahezu erhalten
wurden. Bei der Verbesserung von urspriinglich ein-
fachen Methoden werden daher oft die erhaltenen
Ergebnisse schlechter und erst mit weiterer Verbesse-
rung zeigt sich dann ein proportionaler Gang von
Giite der Ergebnisse und rechnerischem Aufwand.
Auch aus diesem Grunde empfiehlt es sich, die Rech-
nungen maschinell zu unterstiitzen.

Der Einsatz von Rechenautomaten kann auf zweier-
lei Weisen geschehen:

a) Einmal kann daran gegangen werden, die bei
der Berechnung von Molekiileigenschaften notwen-

1 Vgl. P. O. Lowpin, Phys. Rev. 97, 1483 [1955].

2 M. Korani, A. Amemiva u. T. Sivose, Proc. physico-math.
Soc. Japan 20, Extr.-Nr. 1 [1938]; 23, Extr.-Nr. 1 [1940].
— M. Korani, A. Amemiva, E. Isaicuro u. T. Kivura, ,, Table
of Molecular Integrals“, Maruzen Co., Ltd. 1955. — C. C.
Rootnaax, ,, Tables of Two-Center-Coulomb integrals“. Spe-
cial Technical Report 1955. — H. Preuss, ,,Integraltafeln
zur Quantenchemie®, Springer-Verlag 1956.

H. PREUSS

dig auftretenden Integrationen [z. B. bei (3)] schon
im voraus vorzunehmen, wobei von einem sehr all-
gemeinen -Funktionenansatz ausgegangen wird
und die zu tabellierenden Integrale frei von den zu
gegebener Zeit angewendeten Methoden sind, die
dann, die auftretenden Integrale numerisch voraus-
gesetzt, mit kleineren Rechenmaschinen durchgefiihrt
werden konnen.

b) Zum anderen sollte dariiberhinaus versucht
werden, Methoden zu entwickeln, die im Prinzip ein-
fach sein konnen, an alte Verfahren ankniipfen, in
ihrer mathematischen Form aber frei vom speziellen
Molekiiltyp sind und die Losung eines ganz be-
stimmten mathematischen Problems verlangen, wel-
ches fiir Rechenmaschinen besonders geeignet ist
und in welchem im Prinzip sukzessiv die Molekiil-
eigenschaften beliebig genau berechnet werden konn-
ten.

Der erste Weg ist durch eine Anzahl von Tabel-
lenwerken ausgezeichnet?, die entweder die Hilfs-
integrale oder sofort die bei der Berechnung der
Energie durch die Terme des Hamirron-Operators
auftretenden Integraltypen angeben.

Zur zweiten Moglichkeit konnen besonders die
»Self-consistent-field“-Methode (SCF) fiir Mole-
kiile® und das Verfahren der ,,Configurational inter-
action“* (CI) genannt werden.

I. Die SCF-Methode

In diesem Verfahren wird die w-Funktion als
Determinante

von Einelektronenfunktionen @;
(i=1...n) geschrieben,
p=1 det{®,... D;... D)} (4)
Vn!

und fihrt, abgeschlossene Schalen vorausgesetzt,
durch die Forderung nach Energieminimum in (3)
auf Integro-Differentialgleichungen fir @;,

g‘ (I)i:gi (I)i (5)

[ Integro-Differentialoperator (HarTrEE-Fock-Ope-
rator) ]. Zur Zeit ist nicht daran zu denken, (5)

3 C. C. Roornaax, Rev. Mod. Phys. 23, 72 [1951].

4 S, F. Boys, Proc. Roy. Soc., Lond. A 200, 542 [1950] und
folgende bis Phil. Trans. A 246, 465 [1954]. — A. Meck-
LER, J. Chem. Phys. 21, 1750 [1953]. — P.O.Lowbiy,
Phys. Rev. 97, 1474 [1955].
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fir Molekiile numerisch zu losen. Aus diesem
Grunde wird fiir @; der Ansatz der LCAO-Theorie

verwendet
M
®i = Z Aiu Pu (6)
n=1

und die Energie durch Variation von @i, zum Mini-
mum gemacht (LCAO-SCF) (M Anzahl der Atom-
funktionen ¢, ; M > N). An Stelle von (5) tritt
jetzt ein Sikularproblem mit der Sakulardeter-
minante,

| D —Gw E[=0, (7)

deren Elemente .. noch von ai. abhingen, und
zwar wie folgt:

Ouw=Huw+

Pi{(ui|vo) — %7 (ud|ov)};
i 2

1

M=

n/2
H.uv=f(pu*Hi(PvdTi; Plu=2Z ai) Qis (8)

=1
mit den Integralen

@_uv = f(p.u* ®» drz N (8 a)

(udlvo) = [ [pu* (1) @:* (2),5 0 (D) o (2)dry drs.

In der praktischen Durchfithrung dieses Verfahrens
geht man von einem plausiblen Satz der ai. aus (z.B.
aus dem Huckerschen Verfahren), berechnet Hu»,
und nach (7) die Energiewerte, sowie neue a;., die
wieder als Ausgangspunkt fiir die Pi-Berechnung
und nach (8) fiir ,» dienen, und so fort. Mit dieser
iterativen Methode werden die besten Einelektronen-
funktionen unter der einschrankenden Bedingung
(6) berechnet. Eine Verbesserung des SCF-Verfah-
rens kann daher in der Weise geschehen, dafl die
Molekiilfunktionen besser bestimmt werden. Um die
mathematische Form des Verfahrens zu erhalten,
die fiir Rechenmaschinen sehr geeignet ist, muf} der
lineare Ansatz (6) beibehalten werden und die An-
zahl der Funktionen, die in den bisher durchgefiihr-
ten Fillen StaTer-Funktion waren, erhoht werden.

Es konnen dazu drei Moglichkeiten diskutiert wer-
den:

5 I.L. Macek u. E. F. Gurxeg, J. Chem. Phys. 18, 142 [1950].
8 A. Frost u. J. Braunsteiy, J. Chem. Phys. 19, 1133 [1951].
— F. Berencz, Acta Phys. Hung. [1954].
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1. Weitere Verwendung von Stater-Funktionen
@u=r""1e 21" P;(™ (cos ¥) e"im? (9 a)
die auch zwischen den Zentren lokalisiert sind.

2. Entwickeln von @; nach reinen Exponential-
funktionen

M
D, = Z ai e in'n,

u=1

(9b)

die iiber das gesamte Molekiil verteilt sind. Und

3. Verwendung von reinen Gauss-Funktionen in

(6),
M \
D=3 aipe inltTTW*
u=1

(9¢)

deren Aufpunkte 1, und der Parameter ai. je nach
Molekiilform giinstig gewéhlt werden. So sind z. B.
bei einem H-Atom (x =y =z=0), um auch p-Funk-
tionen darzustellen, einige ,,Quellen* auf die z—y-
oder z-Achsen zu legen. Zur Darstellung der Radial-
anteile von s-Funktionen ist 1,=0 zu setzen und
in einigen a-Werten die Approximation an die Atom-
funktionen zu erreichen.

Zur Verwendung von Stater-Funktionen zwischen
den Zentren laft sich auf einen Variationsansatz von
Macee und Gurnee® am H, hinweisen, der als Herr-
LER-LoNDON-Ansatz mit 1s-Funktionen diese eben-
falls symmetrisch zwischen den Zentren lokalisierte
und —4,20€V ergab (Experimentalwert —4,72eV).
Dies entspricht im Ergebnis dem bei Verwendung
von Korrelationsfunktionen® erhaltenen Wert und
konnte sonst nur durch einen groflen Aufwand von
Variationsparametern erreicht werden’. Physikalisch
ist ein solcher Funktionsansatz als eine besonders
gute Berticksichtigung der gegenseitigen Atompolari-
sation zu verstehen, der in der alten Form von (6)
mit Atomfunktionen in den Zentren wenig bertick-
sichtigt worden war.

Die Entwicklung von @; nach reinen Exponential-
funktionen geht von dem Wunsch aus, die Anzahl
der Integraltypen zu reduzieren und die Funktionen
selbst noch physikalisch sinnvoll wéhlen zu kénnen.
Neben dem einfachen Inpulsintegral

f(p,, Ap, dr = fe_“iu'u Ae~wivrdz; (10)

7 1. O. HirscureLper u. J. W. Lizner, J. Chem. Phys. 18, 130
[1950].
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welches ein Zweizentren-Integral ist und in ellipti-
schen Koordinaten sich leicht 16sen 1aBt5 treten noch
Drei- und Vierzentren-Integrale auf:

e (aiury+aiym)
Ll kol

Tii

(11 a)

sowie

// L e (GpTut diyTy + %gm22 T %2272 dr, dr,, (11 D)

T12

die teilweise schon behandelt worden sind 8.
Seit den Arbeiten von Boyvs? ist immer wieder
tiber die Verwendung von Gauss-Funktionen in den
quantenchemischen Rechnungen diskutiert worden 1°.
Der Vorteil bei ihrer Anwendung besteht ebenfalls
in dem Auftreten einfacherer Integraltypen. Erst
kiirzlich untersuchten MuerLer und Camiir!l, wie
gut die Wasserstoffunktionen durch solche Funktio-
nen angendhert werden konnen, und haben an den
Beispielen des H-Atoms und an H, und H," befrie-
digende Ergebnisse erhalten, wenn sie die beiden
Funktionen
=h 92

—are,

e %", r2

e (12)
verwendeten, wobei @ und b geeignet gewéhlt worden
waren. Unter anderem ist die Tatsache bemerkens-
wert, da3 bei Verwendung von maximal 6 Gauss-
Funktionen vom Typ (12) die beiden tiefsten Ener-
giewerte des H-Atoms auf mindestens 3% genau er-
halten wurden. Vor einiger Zeit haben sich Tiex Cur
Cuex und Sroner !? der Mithe unterzogen, die mog-
lichen analytischen Integrationen zu untersuchen, die
ganz allgemein bei Verwendung des Funktions-
ansatzes

l - — k -
(P,Etn n)___rn le aur P§m) (COS ,19) e~ imyp

(13)

im Energieintegral erforderlich sind, wenn man die
Methode der Einzentrumentwicklung '3 zugrunde legt.
Sie haben dazu eine Reihe von Formeln angegeben.
Allerdings sind die Integrale noch ziemlich kompli-
ziert. Dennoch scheint die Annahme k=2 in (13)
eine Reihe analytischer Vereinfachungen gegeniiber
k=1 zu erbringen. Der immer noch betrichtliche
Aufwand bei Verwendung von (13) in den Aus-
tauschintegralen riihrt einmal von der Potenz r"~1
und vom Kugelfunktionenanteil in (13) her, sowie

8 R. S. Barker u. H. Eyring, J. Chem. Phys. 21, 912 [1953] ;
22, 1182 [1954].

9 S. A. Bovs, Proc. Roy. Soc., Lond. A 200, 542 [1950].

10 A, MeckLEr, J. Chem. Phys. 21, 1750 [1953].

11 C.R. MugetLer u. J. M. Canmit, Molecular Quantum Me-
chanics Conference, Texas, Dez. 1955.
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von der Entwicklung von 1/r;, nach Kugelfunktio-
nen, die eine Unterteilung der Integration fiir die
beiden Fille r; = r, und r; < r, erforderlich macht
und ein Produkt von drei Kugelfunktionen liefert.

Alle bisher diskutierten Ansétze verwenden Gauss-
Funktionen mit r-Potenzen und Kugelflichenfunktio-
nen oder mit x —y — z-Potenzen, die entweder als
Néherung fiir Atomfunktionen angesetzt werden oder
im Einzentrumverfahren auftreten.

Im Gegensatz dazu wird hier die Verwendung von
reinen Gauss-Funktionen empfohlen, wie dies im
Punkt 3 dargelegt ist. Die Bestimmung der giinstig-
sten Werte fiir 1, und ai. zur angendherten Darstel-
lung von Atomfunktionen konnte einmal dadurch
geschehen, dal} versucht wird, vorgegebene HARTREE-
Fock- oder SvaTter-Funktionen damit anzunihern,
oder dal} bei einfachen Atomen durch Variation von
T, und i, die Energie zum Minimum gemacht wird.

Beispiel: Zur Wahl von 1, und a;, sind am H-Atom
die beiden tiefsten Energiezustinde berechnet worden.
Mit den Funktionsansédtzen (orthogonalisiert)
Pre=e" 4"ty e"hT,

Pas=e "~y e,
Pgp = e~OWHE) (0@ TR _ g=b(—R)2}

_ [1/(a;+as) 149, [1/ (By+as) 1

— 14
[1/(ay+B2) 147, [1/ (B +F2) 1% ( )

V2

ergab sich als Energieminimum in atomaren Einheiten
Eis=—0,4858 (exp: —0,5),
a;=0,2014, f(;=1,332, y,=1,378,

Ess= —0,1206 (exp: —0,125),
a, =0,017, ,=0,3064, v,=+3,113,

Esp=—0,1132 (exp: —0,125),
0=0,045, R=0,332.

Mit etwa diesen Werten oder dhnlichen von a, f, y und
R wird dann auch in den Ansatz Punkt 3 eingegangen
werden miissen. Jeder Atomfunktion konnen also dann
eine Anzahl von a;,- und t,-Werten zugeordnet werden.

Die Integrale mit diesen Funktionen werden we-
sentlich einfacher, denn es ergibt sich im einzelnen 9,
wenn die Gauss-Funktionen normiert sind:

3
Pu= (Z—ai‘—) l e an (!

T

(15)

12 Tigx Cur Cuex u. H. Spoxer, Molecular Quantum Mecha-
nics Conference, Texas, Dez. 1955.

13 R. K. Nesser, Quarterly Progress Report, Solid State and
Molecular Theory Group, MIT, July 15, p. 29 [1955].
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1
S/w = f‘p.u Py dr N G‘uy (1‘1) = / Pu 77‘717 (/2% dr B

Pyv= = ‘;*/(p‘ud(pvd'[, (15 a)

Apora ://%(1) (1) - 92(2) 90(2) dr, dry

mit

Sur= [ = ]/2 O T

: $(a,+a,)

P [3 a8, _(L,~1)(@, a,)_] S, (15b)
' a,+a, 2[%(a,+a,)]® |

G (12) = V% (o + ) 2

-F { (ay + ay) (r/. = M’a—Lr—y)2= S‘ur B

a,ta,
g (15b)
Auv'oz _:_B—‘/z
U Vn
F|B (“u i LS L R
a,u+a a}.+aa J I

_ Cuta) (@ta,)
a, T av+ a; I Ay

zumal die einzige storende Funktion

Ve

F{z) = _,f e dz (15 ¢)
0
gut approximiert werden kann:
T
F{z}= e P + ELZ-% 5V, (16)
e b=47.2

und damit gleichzeitig einen einfachen Ausdruck dar-
stellt.

Es ist zu bedenken, daB wir mit diesen Funktio-
nen, im Vergleich zur reinen Einzentrummethode,
die ebenfalls im LCAO-SCF-Verfahren durchgefiihrt
werden konnte, durch Festlegen von 1, giinstiger die
Dichtemaxima in der Wellenfunktion erfassen. Im
Fall (13) wire ebenfalls eine grofle Anzahl von
Funktionen mit groflen Quantenzahlen erforderlich,
besonders dann, wenn ein Dichtemaximum weit vom
Entwicklungszentrum entfernt liegt. Die Situation
entspricht ganz der bei der Berechnung von Viel-

** Da die Integrale von (3) hier einzeln angegeben werden,
ist eine andere Bezeichnung als in (8a) eingefiihrt worden.
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zentrenintegralen, in denen eine auftretende Atom-
funktion durch Atomfunktionen eines anderen, schon
im Integral vorhandenen Zentrums, dargestellt wird,
um die Zentren im Integral zu erniedrigen 4

Tab. 1 gibt eine Kontrolle der Approximation
(16) wieder.

2 1_ F(z) e~ 23 4a 22/ (b+2')
0,0 1,0000 ‘ 1,0000
0,01 0.9966 0,9966
0,1089 0,9648 0,9646
1,0 0,7468 0,7349
4,0 0,4410 0,4426
9,0 0,2954 0,2971

16,0 0,2216 0,2166
25,0 0,1772 0,1746
49,0 0,1266 0,1262
100,0 0,08862 0,08858
Tab. 1.

II. Die Methode der Konfigurationen-
wechselwirkung (CI-Verfahren)

Es handelt sich in diesem Verfahren um eine Ent-
wicklung der Molekiilfunktion v in eine Reihe von
M Determinanten ¢

P%} (17)

M
w=DCxg(n!) " det{p,X...pK
K=1
deren Koeffizienten Ck durch ein Séikulafproblem
bestimmt werden. Die Elemente der Sakulardeter-
minante

| Okt — Gk E|=0

werden mit dem Hamirron-Operator gebildet und er-
geben sich zu*

(18)

n n

OxL= Z Z | Sk G| )G H] ) ke

i=1 i=1

M
|\4‘

Il
—
I

3

+ ‘ Z Z’gm(iflkl”(i”kl)lm,
=1 =

(19)

1

1
] o det{e . @, ) do

\-rAL /det | 901 ”K]

= det{S;;XL}

14 K. Riopenserc, J. Chem. Phys. 19, 1433 [1951]; P. O. Low-
piN, Report from the Symposium on Quantum Theory of
Molecules. Stockholm und Uppsala, Mérz 1955.
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mit SiK = [oX @it dr,
(|H|) ko= [@XHpidr,

N
He—1a_ Y2
2 =h T2 ?

£=0

(19 a)

@1 kD ko= [ 0) K@) ot (1) @it (2) dry dry

und ] Sk (7] ])} als Unterdeterminanten von ’ CkL l .
wenn die i-te Zeile und die j-te Spalte weggelassen
werden ; entsprechend fiir | Sx.(ij|kl)|.

Im Gegensatz zur LCAO-SCF-Methode, in der
die beste Determinante mit Molekiilfunktionen als
lineare Ansitze von Atomfunktionen mittels eines
Iterationsverfahrens bestimmt wird, gestattet das
CI-Verfahren im Prinzip die beliebig genaue Be-
stimmung der Molekiilfunktion und der Energie.

Dieses Verfahren unterscheidet sich also daher
dadurch von allen bisherigen Methoden, daf} es kein
begrenztes Niherungsverfahren darstellt, sondern,
wenn die Konvergenz geklart ist, im Prinzip auch
sichere Werte liefert, wenn der empirische Vergleich
fehlt. Dies ist aber gerade die gewiinschte Leistungs-
fahigkeit eines Verfahrens, wenn es die zu messen-
den Werte vorauszusagen gestattet.

Bovs* konnte dadurch die Energiewerte der
Atome und Ionen Be, C, CI, CI', S und S~ iiber die

HartrEE-Fock-Werte hinaus verbessern.

Eine sehr wichtige Frage der ,configurational
interaction®, die auch mit der Konvergenz der Deter-
minantenentwicklung zusammenhéngt, ist die nach
dem verwendeten Einelektronenfunktionstyp @; in
den Starer-Determinanten. Diese sollen némlich
physikalisch sinnvoll sein und méglichst einfache
Integrale liefern. Zur Zeit konnen beide Forderun-
gen nicht ausreichend befriedigt werden, und man
ist auf einen Kompromif} angewiesen. Man steht
hier vor der Alternative entweder gute Funktionen
zu verwenden, die bisher immer schwierige Integrale
ergaben, wobei das Sakularproblem kleiner gehalten
werden kann, oder Funktionen anzusetzen, die nur
den Randbedingungen geniigen und weniger Ahn-
lichkeit mit den bisher tiblichen HartreE-Fock- oder

Svater-Funktionen zeigen, dafiir aber einfachere

Integrale liefern, wobei dann die Ordnung der Sa-
kulargleichung in der Methode der Konfiguratio-
nenwechselwirkung wesentlich erhoht werden miifite.
Eine vollstindige Entscheidung ist noch nicht ge-

15 H. O. Prircuarp u. F. H. Summer, Proc. Roy. Soc. (Lond.)
226, 128 [1954]; 235, 136 [1956].
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fallen, zumal uns noch die Erfahrung fehlt, in wel-
chen Bereichen sich vielleicht Vorteil und Nachteil
kompensieren. Zum anderen werden Art und Lei-
stungsfdhigkeit der Rechenmaschinen die Entwick-
lung beeinflussen. Sicher ist, dal die Befiirwortung
des Einzentrumverfahrens'® die Entscheidung fiir
einfachere Integrale anzeigt, weil damit nur maxi-
mal Zweizentrenintegrale auftreten konnen. Zu die-
sem Problemkreis sei auch hier die Meinung vertre-
ten, dall nur eine Entwicklung von einem Zentrum
aus, oder etwas Aquivalentes, wie die Verwendung
von Gauss-Funktionen (entsprechend Punkt 3), zur
Zeit eine gewisse Aussicht hat, auch fir grofere
Molekiile Anwendung zu finden. Weitgehende voll-
automatisierte Verfahren werden hier den Vorzug
haben, wie sie bei hohen Sakularproblemen und ein-
fachen Integralen gut moglich sind.

Zur Losung der Sdkulargleichungen (7) und (18)
kann zur dquivalenten Form

| Xk —E Ok | =0 (Okr,=0, K+L; dgxg=1) (20)

=9 &1, iibergegangen werden. Die Bestimmung
von ¥ geschieht am besten durch Lésen von M mal M
Gleichungen mit M Unbekannten !5

Sfe=hs (s=1,.... M) (21)

(fs, s Spaltenvektoren von %, §), und aus f laBt
sich dann ¥ zusammensetzen. Die tiefsten Eigenwerte
konnten mit Hilfe eines Iterationsverfahrens 16

-y -
F3r=3 1, lim - - =E9’8°°={C1C2---CM}9

Y—> 0 85
(32.38%)=0

(u=1,2,...,0-1)

ermittelt werden. Fiir die Rechnungen an elektroni-
schen Rechenmaschinen mit Hilfe des CI-Verfahrens
kann daher so vorgegangen werden, dafl nach Vor-
gabe der N Zentren [1; nach (2)] und der dazu-
gehorigen Kernladungszahlen Z; sowie der M De-
terminanten, von denen die K-te durch Angabe von
& (i=1,2,...,n) eindeutig gegeben ist, die Be-
rechnung der Energie und der dazugehérigen La-
dungsverteilung in drei Schritten vollzogen werden
kann:

(22)

1. Berechnung von gz, Sk bzw. , © nach
(8), (8a), (19) und (19a);

2. Bestimmung von ¥ =$ &1 nach (20), (21)
und

16 Vgl z. B. R. Zurmint, ,,Praktisches Rechnen fiir Ingenieure
und Physiker®. Springer 1953, § 6, S. 155.
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3. Berechnung der Energie E, nach (22).

Beziiglich der Einelektronenfunktionen ¢/ laft
sich hier wieder, neben den SvaTer-Funktionen, die
Verwendung von reinen Gauss- und Exponential-
funktionen diskutieren, wobei das oben Gesagte giil-
tig bleibt.

Man kann aber dariiber hinaus hier auch Exponen-
tialfunktionen verwenden, wenn man sich vom
Punkt 2 insofern frei macht, indem man neben der
Darstellung um alle Kernzentren oder nur um eines
die gesamte w-Funktion durch Zweizentrenfunktio-
nen anndhert. In diesem Falle erhalten wir, im Ge-
gensatz zu (11b), wo bei den Austauschintegralen
maximal Vierzentrenintegrale auftreten konnen, nur
solche um zwei Zentren. Dies ist wiederum deswegen
sinnvoll, weil bisher alle auftretenden Mehrzentren-
integrale in elliptischen Koordinaten berechnet, und
die Austauschintegrale, wenn sie um drei oder vier
Zentren definiert waren, durch Zweizentrenintegrale
angendhert wurden 4.

Seien also a und b (Abstand R) die beiden Zen-
tren, die sogar beliebig im Raum liegen und fiir eine
Reihe von Molekiilen festgehalten werden konnen,
so ist fiir die Einelektronenfunktion in elliptischen
Koordinaten

pegtn)  _12EET
@ Winkel um Strecke a —b (23)
v= g a-n)  0Zg<2a
die einfachste Form
Fi?1=e= @utan) [(u2—-1) (1 —22)]"2cosk ¢
e=1 fir £>0, (23 a)

e=0 fir k=0

vorzuschlagen. Die mit dem Hamirton-Operator auf-
tretenden Integrale sind dann

829
[F1Fe??de =F(p',q,p,q) o (242)
kapq AFk'plq’ dr EH(PI, q,s P, ‘]) 6kk'
/kaq %Fk'p’q, dl EG(P’s -q’s |2 9) 6kk' (24‘b)

1 Sl ’ #
[Fam o Fertde =G, —g'.p, — q) us (240)
/ Fot o Frtde =JG|p ¢ poakK)  (244)

[Fepa1) Bpan2) L Fymie 1) (24¢)
12
- Fp, 7% (2) dr, d7,
=A4(p1: 915 P2: 92 Pl,, ‘h,a Pz,a ‘12’ I ky, k1’5 ks, k:z') s

die auBer (24 d) Zweizentrenintegrale sind und nach
den bekannten Methoden berechnet werden kon-
nen2 (24d) als einziges Dreizentrenintegral ist
noch fiir beliebige Anordnungen der Zentren und
beliebiger Werte p, ¢, p’, ¢’, k, K mit Hilfe von
Integraltypen, die schon im Falle von zwei Zentren
auftreten, explizit angebbar 8.

Mit diesen Zweizentren-Einteilchenfunktionen
(23 a), zu denen zur Vollstandigkeit noch

Fipi=e=@r+an[ (42 -1) (1 —22)]"sinkp (23b)

gehort [die Integrale sind im wesentlichen wieder
die von (24)], werden dann die Determinanten von
(17) gebildet. Geht man von einem Satz von L ver-
schiedenen F-Funktionen aus, die sich durch die
p-, g- und k-Werte unterscheiden, so konnten damit,
wenn n Elektronen vorhanden sind und wir von der
Doppelbesetzung von Zustanden absehen, maximal

M=(%) (25)

verschiedene Determinanten gebildet werden. Aus
Griinden der Molekiilsymmetrie konnen dann fast
immer eine Reihe von Konfigurationen weggelassen
werden.

Anhang

Die Integrale im Zweizentrenverfahren

Mit den Funktionen von (23a) und (23b) ergeben sich die Integrale von (24 .a) bis (24e) im einzelnen zu

3
= & 14,8y~ 4,B,)

4
R3

Flp'.d pd) = 4

R3

= g (44— 45) (By—By) — (42— 4o) (B2 —By) ]

=0

— [ (A3—4;) (By—B,) — (4 — 4,) (B2—B,) ]

(K =k=0, £=0)
(K =k=0, ¢=1)

(K =k>0, £¢=1 oder k' =k>0)
(k20, k>0); (26)
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2
= B al4,B,—4,B,] (K =k=0, £¢=0)
R2 g
5 5 =T7l[(Aa—A1)(Bo_Bz)—(Az—Ao)(Bl—Bs)] (K =k=o0, e=1)
G(.q.p.q) =

=if,n[(,43_,41) (By—Bs) — (A3 —Ag) (By—By)] (K =k>0, £=1 oder k¥ =k>0);
- (k=0, k>0); (27)

2R [AB"—"'_AB ””] Bt D,
e s S L L e ( 0, £¢=0)

R
=7n[(Bo—Bg) (P As—4p Ay +2(1—p?) Ay +4p A, + (P — 1) 4y)
Hp'.q.p.9) = +(dy—4) (¢ By—4 g By +2(1—q%) By +4 g B, + (42— 1) By)
K2 (k=K =0, e=1,
— (A By— A, By) 1 baw. k=k>0, £=1,
k2 oder k=k>>0)
=0 (k>0, k=0), (28)
oo +1
wobei  An=An(0,p+p), Bun=Bn(q+q) wund 4u(0,7) =fe_7$x"dr, B (y) =fe‘7“’x"dx. (29)
o —1
Ferner gilt noch  Bu(y) =An(—1,7) —An(L,7),  An(0,7) =0" A,(0,7) + %An—l(o,y). (29 a)

Diese Integrale liegen schon tabelliert vor 2.

Das Austauschintegral (24e) wird mit Hilfe der Neumannschen Reihe (P, Q Kugelfunktionen erster und
zweiter Art)

oo ] 1l P-;l
= 723— ,Z Z O {83823 P ZE“!Z; } P.l(vy) Pl(vp)cosl(py—s) fur =

T1a = u < s
Cloe(~1)! (27+1) [~+—5-] (1, g=2, 121 (30)
berechnet, und es ergibt sich
APy, 91, P2, 92, P1s 445 P25 @0 L o R By By) = 55 9(/1)261 ; . 31)

mit der Bedeutung von
xt=[H(44) —H(42) —H(24) +H(22)][G'(0) —G'(2)] [G*(0) —G*(2)]
— [H(42) —H (40) — H (22) +H(20)] [G'(0) —G'(2)] [6*(2) —G*(4)] (31a)
—[H(24) —H(22) —H(04) +H(02)][G'(2) —G'(4)] [G*(0) —G*(4)]
+ [H(22) —H(20) —H (02) +H(00)] [G'(2) —G'(4)] [G*(2) —G*(4)]

sowie

H(mn)_H (m9pl+p1 sn, 2+p2 foJ( ) (’uz)e [(2s+p) it (D2t p2) 1] Uy ‘u2”dlu1d‘u2,
11
1

+

G (m)= G (m, g1+ ;) = [ e~@ta) PA(w)y"™dv, (31b)

|
-

1

G2 (m) = G,}' (m, qs + q2’) e~ (2:+q.)y Ptl (1;) ym‘dy

I
~+

|
oy

mit Q. (u) = (u? 1)*/’ QO(,u), entsprechend P.*(u), P (),
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2a2a cos ky @y cos ky" @y cos ky s cos ky' @y
und o(4) = fcos A (@1 — @s) {cos ky ¢y cos ki ¢y Sin;2 @2 sin E2’ @2 Aoy dos, (3l¢)
o 0 cos ky ¢y sink; @y cos ks @y sin ky ¢y

usw.
das nur fiir bestimmte 1-Werte, die von den k-Werten abhiingen, ungleich von Null ist. Wenn ¢, =¢, =g,=¢,"=0
(also auch ky =k, =k, =k, =0) ist [sieche (23 a)], so ergibt sich

1+=H(22) G1(0) G2(0) —H (20) G'(0) G*(2) —H (02) G'(2) G*(0) +H (00) G'(2) G2(2), (314)
und fiir o(4) erhilt man nur den einen Wert fiir A=0: 0(0) =4 #2. (3le)
Die Integrale (31 b) unten sind wiederum schon tabelliert2, wihrend (31b) oben nur fiir p; +p,"=ps+ps be-

rechnet worden ist2, und fiir p, + p,”# ps + py’ bisher teilweise tabelliert vorliegt 2.
Die Berechnung (21 d) geht wiederum von (30) aus, wenn dort uy=u; , vo=»; und @, =@, gesetzt wird:
Ry+Ry; Ry —Ry,

Rab s Vi= _R—ab—— , Rap=R (32)

(Raz=Abstand Zentrum a vom Zentrum A entsprechend Ry;), und man erhilt (e =¢")
’ ’ V4 R2 ’ bt ’ ’ ’ ’ &
J1P,d\p,qlk,K)="-0@|X) 3 CHQH (ua) P¥ (v1) Qv (il p+0', a+4 | o)
=0
+PH (u2) P () Do (ualp+p',9+4 | &)} (33)

mit der Bedeutung von

Qu(ulp+r,9+4 | ¢ ﬁi/«tfP‘(/t)P‘(V)e [et2) wtete) 2] (u2 —92) [(u2—1) (1 —»?)]* dv, (33a)

Dy (uilp+p,9+4 |e) =fdu fQ,"(,u) P (v) e~ L+p) wt(@+a) ] (u2 —»2) [(u2 —1) (1 —»2]¢ dv
w1

cosk@cosk ¢
und o(A]2) /cosl(t;o @) {coskpsinke tdep, (33b)
sinkgsink’ ¢

das wieder [dhnlich wie (31c)] fiir einige 4’-Werte ungleich von Null ist. C,*" ist schon in (30) erkldrt. Im ein-
zelnen ergibt sich aus (33 a)

Qv (ulp+p,9+410)= K(2) G(0)—K(0) G(2),
Qr(ulp+p,q9+q 1) = [K(4) —K(@2)][G(0)-G(2)]-[K(4) —K(2)] [6(2) -G(4)]
—[K(2) —K(0)] [6(2) —G(4)]+ [K(2) —K(0)] [G(4) —G(6)],
Dy (uz L(2) G(0) —-L(0) G(2), (33¢)
Dy (ualp+p,9+q [1)= [L(4)—L(2)][6(0)-G2)]—-[L(4) —-L2)][G?2)-G6(4)]
—[L(2)—L(0)] [G(2) —G(4)]1+ [L(2) —L(0)] [G(4) —G(6)]

#a
mit den Hilfsintegralen fP,l'(,u) et uyn du =K (uz|n,p+p)=K(n), (33d)
1 :
JOF () e @200y dp =L (i | n, p+p) =L(w) , (33¢)
#a
&4
[PF(v) e= @) yidy= GH (n,q+¢)=GC(n). (331)
—~3

Das letzte Integral tritt schon in (31 b) auf, wihrend (33 d) und (33 ) noch nicht tabelliert vorliegen.

Frau I. Funke von der Rechengruppe des Max-Planck-Instituts fiir Physik danke ich herzlich fiir die hierzu
durchgefiihrten Rechnungen.



